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Oyvind Skaaden 4. juni 2019
1 Vektorer og parametriserte kurver 2 Kurver
Vi har en parametrisert kurve pa formen Ellipse

r(t) = (ri(t),r2(t), -+ ,rn(t)) for en kurve i R"

b
1.1 Sammenheng <>

—a a
Lengde
|—\/T1 24 ro(t)2 4o 1 (t)? —b
Hastighet
v(t) =1'(t)
v(t) =[v(t)] = |r'(t)]
Akselerasjon

1.2 Buelengde

Buelengden er gitt ved

5= /ab v/ ()] dt = /abv(t) dt

1.3 Spesielle vektorer

Enhetstangentvektor 22 2

3 Polarkoordinater

Enhetsnormalvektor
. Vi antar alltid » > 0 og 0 < 0 < 27
N 0
N(t) = =
'T'(t)]
Krumming (z,9)
T/ (¢t t t Y
o)~ DO _ v < agh) .
v(t) v(t)3 0
Implisitt krumnigsformel
d Da gjelder folgende

(t) = LI (1T () + A () (0PN () o roosd 17— 2?4y

y=rsinf 6 = arctan

2

3.1 Areal

Arealet av stralene fra origo til en kurve r(6)



3.2 Sylinderkoordinater Linearisering av tangentplan, gitt a = (a,b) og x =

(z,y)
z L(x) = f(a) + Vf(a)- (x —a)
Kjerneregel. Dersom w = f(z(t,u), y(t,u))
+(7,y,2)
; ow_ow ow ow oy
ot Ox ot 9y Ot
N ow _Ow 0z 0w 0y
&5 Y ou Oz Ou Oy Ou
0 Retningsderiverte til f i punktet P(x,y, z) i retning u
x (enhetsvektor)

Her gjelder de samme reglene som polarkoordinater i

planet, men vi legger til et z-koordinat. Duf(P)=Vf(P)-u

z=rcosf 1r?=2%+y> .
Y= rsin @ 0 = arctan% 4-3 MaX/mln

z=2z .
Kritiske punkter

3.3 Kulekoordinater 1. De punkter der Vf = 0
- 2. De punkter der V f ikke eksisterer
3. Alle punkter pa randen
r (2,9, 2)
; Andrederiverttesten. La z = f(x,y), da blir
: 2 2 2
¢ /P : o f o f o f
¢ : A= — = = —
kg 92 (a,b) 950y (a,b) C 052 (a,b)
AT : Y
0 _|A B|_ P2
PR

Her gjelder fglgende i venstre del av tabellen. Hgyre er Da gjelder folgende

for overgang fra sylinder til kule. « <0 - (a,b) sadelpunkt

x = psingcosh p?=r?+ 2>

y=psingsing p? =2 +y>+ 22 e 2>0NA>0 — (a,b) lokalt min
zZ = pcos¢ ¢ = arctan £
’ e 2>0NA<0 — (a,b) lokalt max
4 Derivering e 2 =0 — kan ikke konludere noe
4.1 Partiellderivering 4.4 Langranges Multiplikatormetode

La f(f1, fo, -, fn) veereen f:R®* - R

Finner min/max ved & finne kritiske punkter til en funk-
Da er den partiellderiverte til f, med hensyn pa z;

sjon L. Du finner max/min (punktet P) pa f(P) med

of en eller to bibetingelser g(P) og/eller h(P)
e 1 bibetingelse:
Tangentplan til en f(a,b) L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(,y)
z = f(a,b) —+ g(a,b) . ((B — a) —+ ?(aab) . (y — b) L((E,y72, /\) = f(xa:%Z) + )\g(.’IJ,y,Z)
4 Y

2 bibetingelser:

4.2 Gradientvektor
L(z,y,2, A\ 1) = f(x,y,2) + Ag(x,y, 2) + ph(z, y, 2)

Gradientvektoren er gitt ved

_(2. 9 9
T\ 9z’ dy’ 9z Vf=AVg+AVh

Kan ogsa si at vi skal lgse likningen



5 Multiple integral 5.5 Variabelskifte

5.1 Dobbeltintegraler Skifter fra = og y til v og v
. ° 2 . _
e e 5 el ey (88 _ovon o0
’ ' A(u,v) % % udv v du
z,y)dA = z,y)dzd
//R J(@y) //R f(@y) Y Tilsvarende for, men en 3 x 3-matrise

Flateelementet a(z,y, 2)

dA =dz dy a(u’v’w)
Areal av omradet R, setter f(z,y) =1

e // a4 5.6 Massesenterer

R
Massen av et legeme med massetetthet 6(x,y, z) i om-

5.2 Dobbeltintegraler i polarkoordinater radet T

//Rf(%y)dA://Sf(rcos9,rsin0)rdrd0 m:/]]715(z7y7z)dV://A1dm

Da er flateelementet Masseelementet
5.3 Trippelintegraler Massesenter
Gitt et omrade T € R3 Ty = 1 /// x, dm
m JJT
[ s@vzav =[] repaeaya:
T T
Volumelementet 6 Vektoranalyse
dV =dzdydz

Et vektorfelt er gitt pa formen

5.4 Trippelintegraler i sylinder- og F(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(x,y, 2))
kulekoordinater

Divergens og Curl
Sylinderkoordinater & &

VF_v.p_ (90 0Q OR
ﬂnﬂa%dﬂE: dWF_VJK‘Qm+ay+&)
T

//lf(rcos@,rsin@,z)rdzdrdﬁ OR 9Q OP OR 9Q OP

1F = F— (22 _ 22 =222 _Z
cur VX (8y 0z 0z 0Oz’ Ox 8y)

Volumelement
dV =rdzdrdf
Kulekoordinater 6.1 Linjeintegral
// fo,y,2)dV = Med hensyn pa buelengde
T b
// f(psin g cos b, psin ¢psin b, p cos @) / f(z,y,2) dS:/ f(e@)) - o' (t)| dt
T € a
% sin ¢ dp dep do
P $dpds Linjeintegral for vektorfelt
Volumelementet
b
_ 2 F-Tds:/Fdr:/ F(r(t))-r'(t)dt
dV = p“sin¢pdpde dé 15 - .



6.2 Flateintegraler

La r(u,0) = (w(u,v), y(u,v), 2(u,v))

o or
ou Ov

Arealet av en flate S over omradet R

N(u,v) =

dS du dv

A = areal(S

Arealelementet eller flateelementet

or Or

8u3

Dersom du har en f(z,y,2) som er en kontinuerlig
funksjon og r(u,v) er en parametrisering av flaten S

//fzy, )dS = //f u,v) ar 22

Dersom z = h(z,y):

= |N(u,v)|dudv = dudv

dudv

(@, y, h(z,y))

oh
wQ

wmareats) = [ () (%) vy

dy
og

J[ #6wvz)as -
S
oh Oh\?
/ flz,y, h(z,y) )\/lJr (833) + <8y> dz dy
6.3 Fluksintegral

//F~NdS
S

der N er enhetsnormalen til S.

I‘({E,y) =

Da blir
oh

N(z,y) = <8x,

6.4 Konservative vektorfelt

Et vektorfelt F er konservativt dersom det finnes en
potensialfunksjon ¢(x,y, z) slik at

F(z,y,2) = Vo(x,y, 2)
Da gjelder ogsa
or_oQ P _or  0Q _on
oy Oz 0z Ox dz Oy

Folgende er ekvivalent i den apne delmengden D C R™.

o F er konservativt i D
o ¢ F-dr =0 for stykkevis glatte kurver ¢ i D

e Linjeintegralet f(g F - dr er uavhenging av veien
fra start til slutt

6.5 Greens teorem

La & veere en lukket kurve i xy-planet, og R veere
omradet innenfor %

éFdr:éde—!—Qdy://lz(gcj—ZZ))dA

6.6 Stokes’ teorem

La S veere en stykkevis glatt flate med randkurve ¢,
med en enhetsnormal N orientert likt pa S og % .

}lgngr://S(curl F)-NdS

6.7 Divergensteoremet

La S veere en stykkevis glatt og lukket flate og la T
vaere omradet S omslutter.

ﬂF-NdS:// V-FdV:// div FdV
S T T
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